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Parte 1

Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias



Leccion 1

Conceptos basicos



1.1. Ecuaciones

= Ecuacioén: Igualdad que contiene una o varias variables (incégni-
tas).
P(y) =Q(y)

e P(-), Q(-): Operaciones
e y: variables (incognitas)
y' =4

= Soluciones: Conjunto de valores de las incégnitas que hacen ver-
dadera la igualdad.

{y=2,y=-2}

= Identidad: Ecuacién valida para todos los valores de las incogni-



tas.

Ui —vs = (1 +u2) (Y1 —v2)
sin® (y) + cos” (y) = 1

= Ecuaciones Equivalentes: Dos ecuaciones que tienen el mismo
conjunto solucion.

= Sistema de ecuaciones: Conjunto de ecuaciones simultaneas en
las mismas variables

Py = Qi(y)
B(y) = Q2(y)

Pn(y) = Qny)



Ejemplo:
Y1 +oy2 =
Sy +8y2 =

= Soluciones: Conjunto de valores de las incégnitas que hacen ver-
daderas a todas las igualdades.

{y = -1, yo =1}

1.1.1. Tipos de Ecuaciones

Clasificacion de acuerdo a los tipos de Operaciones (P (+), Q(-)) y
al tipo de Variables y

= Univariables o Multivariables: una o multiples variables.



e Ejemplo Univariable:
y’ —3y+1=0

e Ejemplo Multivariable

1 1 1

yi + SY1Y2 = gyi’ — iy, +yd — -

= Ecuaciones Algebraicas: Las Operaciones son polinomios y las
variables son niimeros complejos, reales, racionales. Se clasifican
de acuerdo al grado (méximo) de los polinomios

e Fcuaciones Lineales

Sy1 + 8y =



e Fcuaciones cuadraticas

1 1

1
yi + SY1Y2 = gyi — yyy +yd — -

e Lcuaciones cubicas, cuarticas, etc.

= Ecuaciones Diofantinas: Las Operaciones son polinomios y las
variables son nimeros enteros

= Ecuaciones Trascendentes: Las Operaciones son funciones no
algebraicas
3sin (y) cos (y) =1

L oresin (2 ~ 20.9°
= — arcCsin — ~ .
y=5 3

» Ecuaciones Funcionales: las variables (incognitas) son Funcio-
nes de una o varias variables.
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e Ecuaciones Diferenciales: Involucra derivadas de la (funcién)
incognita

e Ecuaciones Integrales: Involucra integrales de la (funcion) in-
cognita

e Ecuaciones Integro-diferenciales: Involucra derivadas e inte-
grales de la (funcion) incégnita

1.1.2. Ecuaciones Diferenciales

Son Ecuaciones Funcionales que relacionan los valores de la funciéon
incognita y sus derivadas. Son ecuaciones en las que aparecen las varia-
bles independientes, la funcién incégnita y sus derivadas.

1.1.2.1. Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)
Incognita: Funcion de una sola variable y : R — R
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y(x) oy(t): x (6t) es la variable independiente, y es la variable

dependiente.
/ _ dy(x) 4 o dy(t)
= ' () = =~ 0 y(t) = =5~ es la primera derivada
' (2) = dex(Q) 61(t) = digg) es la segunda derivada
P (2) = % 6 yk) (t) = dl;%t) es la k—ésima derivada
Ejemplos:
y' (x) = cosx
y// i 9y — 6—2:1;
3
'y — 5y/2 — 0.

1.1.2.2. Ecuacién Diferencial Parcial (EDP)

= Incognita: Funcion de varias variables y : R — R
9



e y(x): x = (x1, T2, -+, x,) son las variables independientes,
y es la variable dependiente.

Ejemplo:

1.2. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

= Orden de la EDO: Orden de la maxima derivada de la funcion
incognita que aparece en la ecuaciéon. Una EDO es de orden n si
la méxima derivada que aparece en la ecuacion es y™ (z).

= EDO Implicita: Si la ecuacién no esta resuelta con respecto a la
maxima derivada de la funcién incégnita.

= EDO Explicita: Si la ecuacién esta resuelta con respecto a la
maxima derivada de la funcién incognita.

10



1.2.1. EDO de Primer Orden

Ecuacion Diferencial Ordinaria de Primer Orden en Forma Implicita:

F(z,y,y)=0.
Ejemplo:
y/ 2

Eicuacion Diferencial Ordinaria de Primer Orden en Forma Explicita:

y' = f(z,y).

Ejemplo:
y = dziy?

11



1.2.2. EDO de Segundo Orden

Ecuacion Diferencial Ordinaria de Segundo Orden en Forma Impli-
cita:
F(z,y.9,y")=0.
Ecuacion Diferencial Ordinaria de Segundo Orden en Forma Expli-
cita:
y'=f(zy ).

Ejemplo: EDO de segundo orden lineal

y'=f@)y +g9@)y+h(z).

1.2.3. EDO de Orden n

Ecuacion Diferencial Ordinaria de Orden nen Forma Implicita:

F(£C7 Y, ylaay(n)) =0.
12



Ecuacion Diferencial Ordinaria de Orden n en Forma Explicita:

y=f(z,y, v, -,y ).

1.2.4. Soluciéon de una EDO

Una funcién

y=h(z)
es una solucion (o integral) de la EDO
F(z,y,y)=0
en el intervalo abierto a < = < b (incluye los casos a = —00, b = 00) si

= h(x) estd definida y es diferenciable en el intervalo a < x < b, y

» la ecuacién se convierte en una identidad si se reemplazan vy, v/
por h, h’' (respectivamente), es decir,

F(x,h(z), () =0, Vx € (a, b) .
13



El grafo de h(x) se denomina también la Curva Solucidn o la Curva
Integral de la EDO

Ejemplo 1.1 Verificacion
La funcion y (x) = Ce™", para cualquier C € R, es solucion en el
intervalo x € (—oo, o0) de la EDO

y +2zy = 0.

Verificacion: Vx € (—oo, 00)

% (C’e_xQ) + 2% (Ce‘xQ) = —2x (Ce_xQ) + 2x (CG_xQ) =0.
¢

Ejemplo 1.2 Solucion por cdlculo
La familia de soluciones de la ODE

Yy = cosx,
14



puede hallarse por integracion de ambos lados

/y’das=/cosxdm+c:sinx+c,

donde ¢ es una constante arbitraria (de integracion,).

Ejemplo 1.3 Crecimiento y Decrecimiento Exponenciales
Por verificacion se puede ver que una familia de soluciones de la

ODE lineal
y = ky,
es
y () = cett

donde ¢ es una constante arbitraria.

s Con k > 0 esta ecuacion puede modelar crecimiento exponencial,
como por ejemplo, una colonia de bacterias, poblacion de animales
o de seres humanos (Ley de Malthus).
15



(
(

;((f (
«

Figura 1.1: Soluciones de la ODE 1/ = cosx
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s Con k < 0 esta ecuacion puede modelar decrecimiento exponen-
cial, como por ejemplo, una sustancia radioactiva.

Una funcion
y = h(z)
es una solucion (o integral) de la EDO de orden n
F(CE’, Y, yl7"' ) y(n)) =0
en el intervalo abierto a < x < b (incluye los casos a = —o0, b = 00) si

= h(x) esta definida y es n veces diferenciable en el intervalo a <

x<by
= la ecuacion se convierte en una identidad si se reemplazan y, ¢/, - - -, y™
por h, h,---, h{™ (respectivamente), es decir,
F(z, h(z), b (x), -, e (z)) =0,Vz € (a, b) .
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Figura 1.2: Soluciones de la ODE ' = ky
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1.2.5. Solucién General y Particular de una EDO

La solucion general o solucion completa de una EDO de primer orden
es una funcion

y=nh(z, C),

que depende de un parametro real C, tal que para cualquier valor del

parametro (en un conjunto C' € M), h (z, C') es una solucion (o integral)
de la EDO

F(z,y,y)=0.

Si se especifica un valor de la constante C' se obtiene una solucion
particular (sin constantes arbitrarias).

La solucion general o solucion completa de una EDO de orden n es
una funcion

y:h<ZC, 017"'707”&)7

que depende de n parametros reales (C1y, - - - , C},), tal que para cualquier
valor del parametro (en un conjunto (Cy,---, Cp,) € M), h(x, Cy,---, Cy)
19



es una solucion (o integral) de la EDO

F<:U7 Y, y/77y(n)) =0.

Si se especifica un valor de la constante C' se obtiene una solucion
particular (sin constantes arbitrarias).

Solucion Singular: Son soluciones particulares de una EDO que no
se pueden obtener de la soluciéon general

Ejemplo 1.4 Solucion singular
La ODE

() =y +y =0,
tiene como solucion general (verificar por substitucion)

y<ZC>:CCU—C2,

donde ¢ es una constante arbitraria.

20
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Figura 1.3: Soluciones particulares y solucion singular de la ODE (y/)” —
ry' +y=0.
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1.3. Ecuaciones Diferenciales de Primer Or-
den

Considere la EDO de primer orden en forma explicita

y' = f(z,y).

La solucién general contiene una constante arbitraria C'.

1.3.1. Problema de valores (o condiciones) iniciales:

PCI

Una forma de especificar la solucién particular es mediante una con-
dicion inicial (C.1.), es decir,
y (o) = Yo ,

con valores dados x( e ¥o.
22



Un problema de valores iniciales es:
= Una ODE (explicita por ejemplo): ¢/ = f (x, y) ,
= Una condicién inicial: y (zg) = yo -

Ejemplo 1.5 Crecimiento y Decrecimiento Exponenciales
Resuelva el problem de valores iniciales

y' =3y, y(0)=5.7.

La solucion general es
y(x) = ce™™ .

De la solucion general y la condicion inicial se obtiene
y(0) =ce’ =c=5.7.

Ast que la (unica) solucion del problema de valores iniciales es: y (x) =
5.7e%".
23



1.3.2. Interpretaciéon Geométrica y grafica

Del célculo: y' (x) es la pendiente de y (z). = Curva solucién de

y' = f(z,y)

que pasa por el punto (zg, yg) debe tener en ese punto la pendiente
y' (xg) igual al valor de f en ese punto, es decir,

y' (z0) = f (w0, yo) -

Podemos mostrar las direcciones de las curvas soluciéon de una EDO
dibujando pequenos segmentos de recta en el plano zy. Esto representa
el campo de direcciones (o campo de pendientes), en el que se pueden
ajustar (aproximar) curvas solucién. Esto puede revelar propiedades ti-
picas de la familia de soluciones (ver Figura 1.4).
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Figura 1.4: Campo de direcciones de ' = y + x, con tres soluciones
aproximadas que pasan por (0, 1), (0, 0), (0, —1).
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Leccion 2

Métodos de solucion de EDOs
de Primer Orden

Veremos algunos tipos de EDOs que se pueden resolver facilmente:

26



= EDOs Separables y EDOs reducibles a separables.
= EDOs Exactas y Factores de Integracion

= EDOs lineales, Ecuaciéon de Bernoulli

2.1. EDOs Separables: Método de Separa-
cion de Variables.

Considere una EDO que se pueda escribir de la forma

gy =f(x)|

Integrando a ambos lados con respecto a x se obtiene

/g(y) (Z—i) dx:/f(x)dx_|_0,

27



que se puede escribir

[g()dy= [ f(x)dx+C|.

Evaluando las integrales obtenemos una soluciéon general de la EDO.
Método de Separacion de Variables, ya que el lado izquierdo solo de-
pende de y y el lado derecho solo de =.

Ejemplo 2.1 EDO separable
La EDO

y/:1+y2

es separable, porque puede ser escrita como

—da::>/1_|_ /da:JrCiarctanyszrC(:)y:tan(erC)
y?

28



Es muy importante introducir la constante de in-
Comentario 2.2 |tegracion inmediatamente después de realizar la
integracion!

Si se realiza de la siguiente manera el resultado es incorrecto!

/dxéarctany:azéy:tananC.
1+y

Ejemplo 2.3 EDO separable
La EDO
Y =(z+1)e "y’

es separable, porque puede ser escrita como

d
—g (x + "”dxi/ /az+ e “dx +C =
Y

= ! (x+2)e"+C <« !
—— =—(x e = .
Y Y (x+2)e*—-C

29



Ejemplo 2.4 Problema de C.I. (condiciones iniciales)
Resuelva el Problema de C.1.

y' = —2xy, y(0)=1.8.
Solucion: La EDO es separable
@:—Qxdazé/@:—Q/xdx%—Cé
Y Y
:>1ny=—:1:2—|—6~*¢>y206_x2.
Esta es la Solucion General. De la C.1.
y(0) =Ce’ =C =138,
y la solucion particular del Problema de C.1I. es
y(z) =1.8¢""

FEsta solucion particular representa una curva en forma de campana (ver
Figura 2.1)

30



-2 -1 0 1 2 X

Figura 2.1: Solucién particular en forma de Campana de yy = —2zxy .
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2.2. EDOs reducibles a EDOs Separables

Algunas EDOs pueden ser reducidas a separables mediante una trans-
formacion de la variable y.

2.2.1. EDOs ‘“homogéneas”
Sea una EDO del tipo

v =1 (3)]
f es una funcion continua de Z. La transformacion
u(x) = y () = y@)=u@)r=9y =ur+u.
x

Substituyendo en la EDO se obtiene

vr+u=f(u)=vr=f(u)—u.
32



Si f(u) —u # 0 la EDO resultante es separable

du _dx
fu)—u x°

Ejemplo 2.5 Reduccion a una forma separable

Resuelva la EDO

20yy = y? — 2.

Solucion: Obtenemos la froma explicita usual dividiendo por 2xy

/ Y L

?JZ%—@-

Realizando la transformacion y (x) = u (x) x se obtiene

s U 1:> , u? + 1
ur+u=—— — ur = — :
2 2U 2U

33



Esta EDO es de variables sepambles

2U dx
duy = —— = —+C =
u2+1u x u2+1 / T

:>1n(1—|—u2): 1n|:1:|—|—C:>1n(1—|—u) 1nm—|—0

Tomando exponenciales en ambos lados se obtiene

C 2 C C\* C?
1+u2:—<:>1+(g> =—=r+y=Cr=(z——= | +y*=—.
T T T 2 4

Esta es la Solucion General de la EDO y representa una familia de
circulos que pasan por el origen, con centros en el eje x (ver Figura 2.2)

2.2.2. Otra EDO reducible a separable

Sea una EDO del tipo

y' = flax+by+c),b#0.
34
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/\2
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S5
4
Figura 2.2: Solucién General (familia de circulos) de 2zyy’ = y* — z2.

f es una funciéon continua. Considere la transformacion
u(xr) =ax+by(z)+c.
Si y (z) es una solucidn, entonces se satisface para u ()
v =a+by (x) =a+0bf (u) .

La EDO resultante es de variables separables.
35



Ejemplo 2.6 Halle la Solucion General de la ODE
/ 2
y =(x+y) .

Para u(x) = x +y (x) se cumple que

V=1+y =14 (x+y)° =1+d2,
cuya solucion general es

u(x) =tan (x + C) .

Por lo tanto la solucion general de la EDO original es

y(r)=tan(x+C) — .

36



2.3. EDOs Exactas

Si una funciéon u (z, y) tiene derivadas parciales continuas, su dife-
rencial (o diferencial total) es

ou ou
du = %dCE + a—ydy.

De esto se deduce que si u (x, y) = C, C' constante, entonces du = 0.

Ejemplo 2.7 Si
w=z+ 2y =C

entonces
du = (1 + 2xy3) dz + 3z*y*dy = 0
0 Sea
, dy 1+ 211
Cdx 3a%y?
37

Y



FEsta EDO se puede resolver realizando el procedimiento inverso! Idea
bdasica de un método muy poderoso.

Una EDO de primer orden

M (z,y)+ N (z,y)y =0,

escrita como

M (z, y)dx + N (z, y) dy=0/|, (2.1)

se denomina una Ecuacion Diferencial Exacta si la forma diferencial

M (x, y)dx + N (x, y) dy es exacta, es decir, es la diferencial de una
funcion u (z, y),

ou ou
= — —dy . 2.2
du axda: + 8ydy (2.2)

La EDO (2.1) se puede entonces escribir como

du =0,
38



y la solucion general de (2.1) es

u(z, y)=C|. (2.3)

Esta es una solucién implicita, en contraste con la solucién explicita
y = h(x).

Comparando (2.1) y (2.2) observamos que (2.1) es una diferencial
exacta si existe una funciéon u (x, y) tal que

u_ 0y

ox oy
De aqui se puede obtener una férmula para verificar si (2.1) es exacta
o no: Sean M y N continuas, con primeras derivadas parciales también
continuas en una regiéon del plano zy cuya frontera es una curva ce-
rrada sin intersecciones con sigo misma. Diferenciando las expresiones

39



anteriores se obtiene

Pu  OM
oydxr Oy
0%u ~ ON
drdy  Ox

Por la hipotesis de continuidad de las dos derivadas parciales de segundo

orden, deben ser iguales, y por lo tanto

oM _ ON
oy Oz |°

(2.4)

Esta condiciéon es necesaria y suficiente para que (2.1) sea una Ecuacién

Diferencial Exacta.

Si (2.1) es Exacta, la funcion v (x, y) puede obtenerse por inspeccion

o de la siguiente forma sistematica

= De % = M se obtiene mediante integracién con respecto a x

u= [ Mdzx+k(y)|.

40
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En la integracion, yse toma como constante, y k (y) juega el papel
de una “constante” de integracion. Para determinar k (y), obtene-

mos 2% de (2.5), usamos 2% = N para obtener 2

oy
para obtener a k.

= De g—;‘ = N se obtiene mediante integraciéon con respecto a y

u= [ Ndy+1(x)|.

8u

Para determinar [ (x), obtenemos % de (2.6), usamos
para obtener = y lo integramos para obtener a (.

Ejemplo 2.8 EDO FExacta
Resuelva la EDO

cos (z + y) dx + (3y2 + 2y + cos (:v+y)) dy =

Solucion: Paso 1. Verificacion de exactitud.

41

y lo integramos

(2.6)

CC:M



FEcuacion de la forma (2.1) con
M =cos(x+y), N=3y"+2y+cos(z+y) .

Por lo tanto, la condicion de exactitud (2.4)

= —sin(r+y) =5 = —sin(c+y)
5‘y_ sin (x y—ax— sin (z + vy

se satisface.
Paso 2. Solucion General Implicita. De (2.5) obtenemos me-
diante integracion

u:/Md:U—I—k’(y)=/COS(:1:—|—y)d:C—I—k(y)=sin(aj—|—y)—|—k(y).

Para hallar k (y) diferenciamos esta expresion con respecto a y y usamos
la formula g—“ = NN, obteniendo
Y
ou dk (y)

a—y:cos(x—l—y)+W=N=3y2+29+003($‘|‘9):>
42



dk (y
:%—Sy +2y=>k=y+y*+C.

Asi obtenemos la solucion general
u(z, y) =sin(z+y)+y° +y* =C.

Paso 3. Verificar la Solucion General Implicita. Se puede
verificar mediante la diferenciacion (implicita) de la solucion implicita

u(x, y) = C si se obtiene la EDO:

du —%daz gZdy—cos(a:+y)da:+(cos( +y)+3y2+2y)dy:dC’:O.

Esto completa la verificacion.

Ejemplo 2.9 Un problema de C.1.
Resuelva el problema de C.1.

(cosysinhx + 1)dr —sinycoshaxdy =0, y (1) = 2.
43



Solucion: Se puede verificar que la EDO es exacta. Para encontrar a
u usamos (2.6)

UZ/Ndy—I—l(x) =—/sinycosha:dy—|—l(x) = cosycoshz + [ (x) .

Para hallar la | (x) usamos

0 dl
—uzcosysinhx—l— () = M = cosysinhx +1 =
Ox dx
dl
= df)zlél(az):erC*

entonces la solucion general es
u(x, y) =cosycoshx +z=C.

De la C.1.
u (1, 2) =cos2coshl+1=0.358=C.
44
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Figura 2.3: Soluciones Particulares u (z, y) = cosycoshx + x = C para
valores de C' =0, 0.358, 1, 2, 3.
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La solucion particular es entonces u (x, y) = cosy cosh z+x = 0.358

(ver Figura 2.3)

2.4. Factor de Integracion: ODEs reducibles
a Exactas.

Ejemplo 2.10 Motivacion
La ODE

—ydx 4+ xdy = 0
no es exacta, ya que no se satisface (2.4):
oM ON

oy T or

Si multiplicamos la EDO por /a2 obtenemos la ODE exacta

1
—gdaer—dy:d(g) =0.
T

T2 T

1.



Por integracion obtenemos la solucion general

C constante.

La idea derivada del ejemplo es: Multiplique una EDO no exacta
P(z,y)dr+Q(z,y)dy =0, (2.7)

por una funcién (en general de x e y) F'(x, y) de tal forma que la EDO
resultante

F(z, y) Pz, y)dov + F (2, y) Q (2, y)dy =0 (2.8)
sea exacta. F' (z, y) is denominada Factor de Integracion de (2.7).

Ejemplo 2.11 El factor de integracion en el ejemplo 2.10 es F' = 1/22.
Es notable que uno puede encontrar otros factores de integracion para
esta ecuacion:
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., Como hallar Factores de Integracion?

La ecuacién (2.8) es exacta si se satisface la condicion (ver (2.4))

0(FP) 9(FQ)

Jy oxr

que, usando la regla del producto, puede escribirse como (los subindices
indican derivadas parciales)

F,P+FP,=F,Q+ FQ,.
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En el caso general hallar F' de esta expresiéon es muy complicado. En
los casos en que exista un Factor de Integracion F' que dependa de una
sola variable, se puede resolver la expresion.

2.4.1. F=F(z)

La expresion anterior se reduce a

- 1 dF 1 (9P 9Q
FPy_FQ+FQx:>FdI—R,R—Q(ay &C). (2.9)

Entonces se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.12 Factor de Integracion F(x)

Si (2.7) es tal que R en (2.9) sélo depende de x, entonces (2.7) tiene
un factor de integracion F = F (x), que se obtiene integrando (2.9) y
tomando exponentes en ambos lados

F (x) :exp/R(at)da:.
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2.4.2. F*=F*(y)

La expresion anterior se reduce a

1 dF* 0Q P
F¥P+F*P, = F*Q, = — e

k *_i o
pigy — R _P(ax ay>'(2'10)

Entonces se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.13 Fuctor de Integracion F(y)

Si (2.7) es tal que R* en (2.10) solo depende de y, entonces (2.7)
tiene un factor de integracion F* = F* (y), que se obtiene integrando
(2.10) y tomando exponentes en ambos lados

F* (y) ZeXp/R*(y)dy-

Ejemplo 2.14 Encuentre un Factor de Integracion para el Problema
de Valor Inicial

(e”y + yey) dr + (ze’ —1)dy =0, y (0) = —1.
50



Pasol No ezactitud: La condicion de exactitud (2.4) no se satisface

OP 9,
a—y:ex+y+yey+ey a—?:ey.

Paso2 Fuctor de Integracion. El Teorema 2.12 falla porque R en (2.9)
depende de (x, y):

R 1 (5’P 5’@) etV 4 ye¥ + e¥ — e¥

Q \Ody Oz
Intento con el Teorema 2.13. R* en (2.10) es

R*—l 0Q opr __em+y+yey+ey—ey__1
- P\ox oy/) -

erty + yey
Por lo tanto un Factor de Integracion es

xrey — 1

F* (y) = exp/R* (y)dy =e".
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Se obtiene entonces la EDO Exacta
e ¥ (" +ye¥) date ™ (ze — 1)dy = (" +y)da+(x —e V) dy =0.

Integrando se obtiene
U = /(ex+y)da::e$+xy+k(y) .

Usando g—z = N obtenemos

0 dk
a—Z:x+k/(y):x_6_y:>d_y:_e_yikze_y—l_C*'

Por lo tanto la solucion general de la EDO es

w(xr,y) =e"+ay+e?=0C.

D2



Paso3 Solucion particular: La condicion inicial y (0) = —1 implica que
u (0, —1) =14 e = 3.72. Por lo tanto la solucion al problema de
valor inicial es

u(x,y)=e"+aoy+e?=14e=3.72.

(ver Figura 2.4).

2.5. EDOs lineales

Una EDO de primer orden es lineal si se puede escribir de la forma

y +p(@)y=r(x). (2.11)

Esta ecuacion es lineal en y y en 3. Las funciones p (z) y r () pueden
ser funciones arbitrarias de x.
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2.5.1. EDO lineal homogénea

Cuando en el intervalo J = {x € R | a < x < b} el término r (z) =0
en J la EDO (2.11) se convierte en

Yy +p(z)y=0,

y se denomina homogénea. Separando variables e integrando se obtiene

d
Ey:—p(x)dxiln\y]:—/p(x)da?+0*-

Tomando exponentes en ambos lados obtenemos la soluciéon general de
la ecuaciéon homogénea

y () = Ce/pl@)de

Si se elige C' = 0 se obtiene la solucidn trivial y () = 0 en el intervalo
J.
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2.5.2. EDO lineal no homogénea

Ahora resolvemos la EDO (2.11) en el caso en que r () no es cero
en el intervalo J, en cuyo caso (2.11) es no homogénea.

Método de soluciéon: (2.11) tiene un Factor de Integracion F' = F (z)
(que depende solo de z). Se puede hallar mediante el Teorema 2.12 o
directamente.

Procedemos Directamente:

= Se multiplica (2.11) por F' (x)
Fy' + Fpy = Fr. (2.12)

El lado izquierdo es la derivada (F'y) = F'y + Fy' del producto
Fy si
pFy=Fy=pF =F".

o6



= Por separacion de variables

F
d?:pdxﬁln\ﬂ:hé/pdx#}?:eh.

= Dada esta F'y con b/ = p la EDO (2.12) se convierte en
ehy/ + ehpy _ ehy/ 4+ (eh)/y _ (ehy)/ _ ehT.

Por integracién

ey = /ehr +C'.
Dividiendo por e”se obtiene la expresiéon deseada
y(x)=e"CH+e " [elr|, h= /p(x) dx . (2.13)

Esto reduce la tarea de resolver la EDO (2.11) a la de evaluar

integrales.
b7



Notese que en (2.13):
1. La constante de integraciéon de h no afecta el resultado.

2. Dada una Condicién Inicial (C.1.), la tinica cantidad que depende
de esta C.I. es C.

3. La respuesta total es la suma de dos términos: La respuesta a la
C.I. + La respuesta a la entrada r (z)

y(x)= e "C + e_h/ehr

Rpta a C.I. ~——
Rpta a entrada r

Ejemplo 2.15 Resuelva el Problema de Valores Iniciales
y' +ytanz =sin2z, y(0) =1.
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Solucion: Aqui p =tanx, r = sin2x = 2sinx cosx, y

h:/pda::/tana:dazzln|secx| .

De aqui vemos que en (2.13)
e" =secx, e " =cosz, e"r = (secz) (2sinzcosz) = 2sinx,

y la solucion general de la EDO es
y(r) =cosx (Z/Sina:dw+ C) = Ccosw — 2cos’ x.

De la C.1.
y(0)=1=1=Ccos0—2cos’0=C—2=C =3,

y la solucion del Problema de Condiciones Iniciales es

y(x) = 3Jcosz —2cos” x

7

Rpta a C.1. Rpta a entrada sin2
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Ejemplo 2.16 Circuito Eléctrico

Modele el circuito RL de la Figura 2.5 y resuelva la EDO resultante
para la corriente I (t) (en Amperios A), dondet es el tiempo. Asuma que
el circuito tiene como Fuente de Voltaje E (t) a una bateria de E = 48
V' (Voltios) constante, una resistencia de R = 11 Q (ohmios) y una
inductancia de L = 0.1 H (Henrios) y que la corriente inicial es cero.

Solucion: De acuerdo a las leyes de Kirchhoff se tiene que

R E ()

LI'+ RI=E(t)=I'+ > ="2".
+ () =TI+~ T

Se puede obtener la solucion general de esta EDO de (2.13) con x =t,
y=1,p==%/L, h=(B/L)t

[(t)=e Lt (C+/e%tEL(t>dt) .
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Integrando

I(t)=e 1! (O + %%e%t) _ B S g B

La C.I. I(0) =0 implica

E E
I0)=e"[C+=e | =0=C=—=
0= (c+5e) o
ast que la solucion particular es
48 48 48
I(t) = — —110¢ =+ — (1= —110¢ .
O R TR TR T
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I(t)
8
R=110Q
6
4 |
E=48YV
2
O | | | | |
L=0.1H 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Circuit Current I(¢)

Figura 2.5: Circuito RL.
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2.6. ODE de Bernoulli: Reducciéon a una ODE
Lineal

La Ecuacion de Bernoulli es
Yy +p(r)y=g@)y*|, a €R. (2.14)

Sia=0o0a=11laODE (2.14) es lineal. En todos los demas casos es
no lineal.
Usando la transformacion

se obtiene que
W=(1—-a)y "y =0-a)y (g —py)=010—-0a)(g—py' ") =

=u+(1—a)pu=(1—a)g,

que es una EDO Lineal.
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Ejemplo 2.17 FEcuacion Logistica
Resuelva la siguiente ecuacion de Bernoulli, conocida como Ecua-
cion Logistica (o Ecuacion de Verhulst):

y = Ay — By*|.

Solucion: En este caso a = 2 y el cambio de variable es u = y' = =
y~1. Para uobtenemos

U/ _ _y—2y/ _ _y—2 (Ay . ByQ) — B — Ay—l —

= u 4+ Au = B.

La solucion general es

B 1 1
—Ce M4+ = = y(t) = - .
u & —|_ y() U(t> C@_At_l_%

A
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Population y

.

Figura 2.6: Modelo de poblacién Logistico. Curvas con 4/B = 4.

Podemos ver que y = 0 (y(t) = 0 para todo t) es también una
solucion.
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